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具有不确定性的 R& D项目退出策略

薛明皋  李楚霖

(华中科技大学数学系)

摘要 : 考虑折现率大于零、具有完成时间和部分残值不确定的 R& D项目最优退出模型. 在特殊的函数形式

下,给出解析形式的拒绝规则和临界值控制规则, 这两个结论说明了最优投资决策在项目的开发过程中对投

资率、折现率、可实现的项目价值、项目的开发率是很敏感的.
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  关于具有完成时间的连续投资项目,如研究

与开发( R& D)项目的投资决策,在停时理论的框

架下展开了大量研究[ 1, 2]
. 实际上,公司经常从事

一些需要完成时间、连续投资的项目,这些类型的

投资不仅包括产品的开发而且还包括生产系统的

工程改造, 因为这些投资项目不可能预料到在开

发过程中所有的技术问题,项目的完成时间不可

避免地服从一个不确定的显著水平. 这种不确定

性的存在意味着项目的完成时间仅能在事前做出

不完全估计,这个估计可能由于在开发过程中新

信息的到达而被修改,在这种不确定性下,管理者

对项目是否还值得继续投资, 经常面临严重的困

难.本文在文献[ 3]的基础上, 利用停止理论, 在折

现率大于零的情况下,给出最优退出规则.

1  模型

在项目的开发过程中完成项目的时间通常是

不确定的, 因为在开发项目的过程中经常遇到不

可预见的各种技术上的困难. 用 X t 表示在 t 时刻

估计剩余完成项目的时间, 假设 X t 的变化服从

随机微分方程:

dX t = - dt + RQ( X t )dW t  ( t \ 0) ,

式中, R> 0 是常数; W t是标准布朗运动; Q( 0) =

0, Qc( X t ) > 0, 因为当项目接近完成时(即 X t y

0) , 对估计完成时间的不确定性将缩小, 关于

Q( X t ) 的函数形式的估计,参见文献 [ 3] . 现承接

一公司的 R& D 项目的开发合同, 如果开发公司

按合同规定的标准完成,那么它可以得到全部的

酬金 P I (0, ] ) . 如果公司在开发过程中遇到不

能解决的技术困难, 未能按照合同的标准完成,甚

至公司有权放弃(终止)此项目的研究和开发, 那

么公司可得到残值, 即得到部分酬金,以后称它为

可实现的项目价值或残值, 用 Z ( X t )表示, 设

Z( 0)= P , Zc( X t ) < 0, 即当项目完成时, X t = 0

可得到全部酬金 P ,根据文献 [ 4] 分析项目残值

的框架可分三种情况: 当 X t y 0 时, Zd( X t ) > 0

为加速, Zd( X t ) = 0 为匀速, Zd( X t )< 0 为减速.

定义两种停时: 一种是自然停时,由于项目的

完成而停止,用 S表示,设 S= inf { t \0: X t [ 0} ;

另一种是放弃停时,用 H表示, H是决策变量.当

S[ H时, 表示项目完成;当 H< S时,表示提前终

止此项目, 明显地, 当 S [ H时, X S= 0, XH= 0,

Z( X S)= Z( X H)= P ;当 H< S时, X H> 0, X S= 0.

用 x = X 0表示在 t = 0 时估计剩余完成时间.假

设项目开始时需要投资沉降成本 I ,项目开始以

后需连续的投资率 K > 0.

控制问题的目标是在 H< S上使期望利润最

大化,即有值函数

 v ( x ) = sup
K< S

Ex [
P e- LSl [ S[ H] +

Z(X H) e
- LH

l [ H< S] - Q
HC S

0
K e

- Lt
d t - I ,

式中, Ex 表示在 t = 0 时的条件期望算子; l [##]表

示示性函数; L> 0 为折现率.

注意初始投资 I 是沉降成本, 它不影响以后
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项目的最优决策. 因此, 不失一般性, 在以后的讨

论中均假设 I = 0,并设 P , Z( X t )和 K 均为有界

量.

2  HJB方程

由于模型的马尔可夫结构, 关于标准的停时

理论,希望值函数 v ( x ) 与下面的 HJB方程的解

w ( x ) 相一致,即

 m ax{ R2Q2
( x ) w d( x ) / 2- wc( x ) -

Lw ( x ) - K , Z( x ) - w ( x ) } = 0. (1)

  下面的定理保证值函数 v ( x ) 与 H JB方程

(1)的解 w ( x ) 在一定条件下相一致.

定理 1 (检验定理)  考虑所定义的控制问

题及相关假设均成立, 并假设 HJB 方程( 1)的解

w ( x ) 属于索伯列夫空间, W
2, p
loc (0, ] ) , p I [ 1,

] ] 使过程

M t = Q
t

0
e
- Ls
RQ( X s) wc( X s)dW s

为鞅, 那么对给定的任何初始条件 x > 0, 有:

a. v ( x ) [ w ( x ) ; b. 如果 lim
t y ]

inf e- Lt
E #

| w (X t ) | = 0,那么 v ( x )= w ( x ) , 最优策略

Ĥ= inf { t \ 0, x I S } ,

S > { x I ( 0, ] ) : w ( x ) = Z ( x ) } .
(2)

  证明  a. 固定任意 H,应用 ltô2T anakacs公

式[ 5]

 e
- Lt

w ( X t ) = w ( t ) + Q
t

0
e
- Ls #

[ R2Q2
( X s) wd( Xs ) / 2 - wc( X s) -

Lw ( X s) ] ds +Q
t

0
e
- Ls
RQ( X s) wc( X s )dW s. (3)

由式 (1) 和 (3) 有

 Pe- L( SC t )
l [ SC t < H] + e- L( HC t )

Z (X HC t ) #

l [ HC t < S] - Q
[ ( HC S) C t ]

0
K e- Ls ds = Z (X HC t ) #

e- L( HC t )
- Q

HC t

0
K e- Ls ds = Z (X HC t ) e- L( HC t )

-

Q
HC t

0
K e

- Ls
ds - e

- L( HC t )
w ( XHC t ) + w ( x ) +

Q
HC t

0
e- Ls[ R2Q2

( X s) wd( Xs ) / 2 - wc( X s) -

Lw (X s) ] ds + Q
HC t

0
e- LsRQ( X s) wc( X s )dW s [

w ( x ) + Q
HC t

0
e- LsRQ( Xs ) wc( X s)dW s.

将上式两端取期望, 并令 t y ] ,由控制收敛定理

可得 v ( x ) [ w ( x ) .

b. 对于式 ( 2 ) 中定义的 Ĥ, 由 a 可知

v ( x )= w ( x ) .

3  主要结果

如果这个决策是最优的, 那么应该找到 HJB

方程(1)的解, 使 w ( x ) = Z ( x ) , Px I ( x̂ , ] ) ,

即

 R
2
Q

2
( x ) wd( x ) / 2- wc( x ) -

Lw ( x ) - K = 0  ( Px I (0, x̂ ) ) , (4)

这里 Q( x )= (1- e- Kx
)

1/ 2
, K> 0[ 3]

. 方程(4)的通

解为

 w ( x ) = w 1( x ) c1 + c2Q( e
Kx
-

1) 2/ ( R
2
K)
w

- 2
1 ( x ) dx -

K
L
, (5)

式中, w 1( x ) = eKx - L- 1R2K2
/ 2 为对应的齐次方

程的一个解, K= [ 1+ (1+ 2LR2
)

1/ 2
] / R2> 0; c1 和

c2 为待定常数.下面将利用边界条件确定 c1, c2

和临界值 x̂ :

w (0) = P ;  w ( x̂ ) = Z( x̂ ) (匹配条件) ;

wc( x̂ ) = Zc( x̂ ) (光滑通过条件) .

(6)

  以下分三种情况讨论.

a. 假设 Z( x )= PCx , CI (0, 1) 为项目的开

发率,当 x y 0时, Zd( x )> 0,由式(5)和(6)可得:

c1 = - K
- 1
( LP + K ) - c2F (0) ;

c2 =
PCx̂ lnC+ ( LP + K ) eKx̂wc

1( x̂ )

w
c
1( x̂ ) f ( x̂ ) + w 1( x̂ ) fc( x̂ )

,

式中, F ( x ) SQ( eKx - 1) 2/ ( R
2
K)

w
- 2
1 ( x ) dx ,

f ( x ) S F ( x ) - F ( 0 ) = Q
x

0
( eKs - 1) 2/ ( R

2
K) #

w
- 2
1 ( s)ds . 临界值 x̂ 所满足的代数方程为:

- K- 1
( LP+ K ) w 1( x̂ )+ c2w 1( x̂ ) f ( x̂ ) = PCx̂ +

K / L.项目的价值

 w ( x ) = w 1( x ) - K- 1
( LP + K ) +

 
 

c2Q
x

0
( e

Ks
- 1)

2/ ( R
2
K)
w

- 2
1 ( s )ds - K / L.

  定理 2 (拒绝规则)  如果

- ( K + LP ) [ P lnC, (7)

那么立即拒绝或不接受此项目.

证明  因为 - ( K + LP ) [ P lnC, 所以

PC
x̂
lnC+ ( LP+ K ) e

Kx̂
> 0,从而 wd( x )> 0, 用反

证法,假设 x̂ X0,即 x̂ > 0.

wc( x ) = - ( LP + K ) eKx + c2[ w
c
1( x ) f ( x ) +
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w 1( x ) f c( x ) ] , wc(0) = - ( LP + K ) .

  当式 ( 7) 成立时, wc( 0) [ P lnC, 从而对任

意小的 $x ,必有 w (0+ $x ) [ PC
0+ $x

,因此项目

不应该继续,与 x̂ > 0 相矛盾,另外, wd( x ) > 0,

PCx是严格凸函数, 且 w ( 0) = P ,故 w ( x ) 永远

不可能与 PCx在 x I (0, ] ) 上有切点, 因此必有

x̂ = 0.

定理 3 (临界值控制规则)  存在一个剩余

时间的临界值 x̂ > 0, 当 x < x̂ 时,最优控制策略

是继续;当 x > x̂ 时,最优控制策略是退出.

证明  根据定理 2, 如果式(7)成立,那么定

理 3 立即成立. 如果式 (7) 不成立, 即- ( LP+

K ) > PlnC, 有 wc ( 0) = - ( K + LP ) , 那么

wc(0)> P lnC, 对任意小的 $x , w ( 0 + $x ) >

PC0+ $x
,使得项目应该至少在很小时间区间上继

续(证明了存在性) . PCx̂ lnC+ ( LP+ K ) eKx̂的符

号依赖于 x̂ 的值, 当 x̂ 很小时, PC
x̂
lnC+ ( K +

LP) eKx̂为负号, 当 x̂ 充分大时又变正号, 如果

PCx̂ lnC+ ( K + LP ) eKx̂为负号, 那么 w d< 0 为严

格凹函数,这是不可能与 PCx有切点的,与假设相

矛盾, 因此只有 x̂ 充分大时, 使 wd ( x ) > 0,

w ( x ) 与 PCx在 ( 0, ] ) 上仅有一个切点 (唯一

性) . 故当 - ( K + LP ) > P lnC时, 存在唯一临界

值 x̂ I (0, ] ) .

特别地,当 L= 0 时, 定理 2和定理 3正是文

献[ 3]的拒绝规则和临界值控制规则.

b. 假设随 x y0 时,可实现的残值变化速度

为匀速,即 Zd( x ) = 0.

在这种情况下, 最优决策规则是平凡的,

Zc( x )= - A, 即 A表示项目可实现的价值的变

化速度为常数, 那么最优决策规则: 当 K + LP<

A时, 接收项目并开发直到项目完成; 当 K +

LP \A时, 不接收此项目.

c. 假设 Zd( x )< 0, 即随 x y 0 时, 可实现的

残值的速度变化为减速.

在这种情况下, 可以类似第一种情形的讨论,

这里略去.
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Exit decision for R&D project with uncertainty

Xue M inggao  Li Chulin

Abstract: An opt imal exit model has been developed for the control of an investment project that takes an

uncertain length of t ime to develop and can st ill provide a part ial payoff even if it is terminated without

at taining its original performance objective. T he reject ion rule and threshold rule are derived w hen the

discount rate is allow ed to be posit ive. The results obtained show that the opt im al investment decision is

highly sensit ive to the investment rate, the discount rate, the project. s max imum possible value and the

speed of buildup.

Key words: investment decision; stopping time; HJB equat ion; residual completion time
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